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Abstract
At first, we recall the q-operators in the context of q-calculus and by examining these
operators we will introduce new definitions of the partial q-operators. Then, we
investigate some new refinements inequalities of Hermite–Hadamard (H – H) type on
the coordinated convex functions involving the new defined partial q-operators.
From our main results, we establish several specific inequalities and we point out the
existing results which had already been obtained in the literature.
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1 Introduction and Preliminaries
Let � be defined on an interval J ⊆Re (Re is the set of real numbers), then � is convex if

�
(
λu + (1 – λ)w

) ≤ λ�(u) + (1 – λ)�(w), (1.1)

for all u, w in J and for any λ in [0, 1].
Convex functions plays a vital role in the development of many fields of mathematics

and significant applications are found in a variety of applied sciences such as optimization
theory, number theory, combinatorics, special means theory, approximation theory and
numerical analysis, see [1–5]. The well-known Hermite–Hadamard (H –H) inequality has
central part in this development as it gives the criterion for convex functions. The H – H
inequality is given as follows: Let � : [A, B] ⊂ Re → Re be a convex function with A < B,
then the H – H inequality is given as [6]

�

(
A + B

2

)
≤ 1

B – A

∫ B

A
�(λ) dλ ≤ �(A) + �(B)

2
. (1.2)

The H – H inequality (1.2) is converted into three equivalent integral inequalities by the
help of Riemann–Liouville fractional operators; see [7–9]. Also, it has been generalized
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and converted into many other integral inequalities by the help of other types of fractional
operators, see [10–13].

In 2001, Dragomir [14] introduced the notion of coordinated convex functions in a rect-
angle from of the plane R

2
e .

Definition 1.1 ([14]) Let � := [A, B] × [C, D] be a bi-dimensional interval such that 0 ≤
A < B < ∞, 0 ≤ C < D < ∞. Then, a function � : � → Re is called coordinated convex on
�, if the partial mappings �v : [A, B] → Re, �v(x) = �(x, v) and �u : [C, D] → Re, �u(y) =
�(u, y) are convex for each y, v ∈ [C, D] and x, u ∈ [A, B]. Also, � satisfies the inequality

�
(
λu + (1 – λ)w,λv + (1 – λ)z

) ≤ λ�(u, v) + (1 – λ)�(w, z), (1.3)

for all (u, v), (w, z) ∈ � and λ ∈ [0, 1].

By the help of above definition, Dragomir [14] established the following H – H type
inequalities similar to the one dimensional case.

Theorem 1.1 ([14]) Suppose that � : � →Re is a coordinated convex function on �. Then
we have

�

(
A + B

2
,

C + D
2

)

≤ 1
2

[
1

B – A

∫ B

A
�

(
u,

C + D
2

)
du +

1
D – C

∫ D

C
�

(
A + B

2
, v

)
dv

]

≤ 1
(B – A)(D – C)

∫ B

A

∫ D

C
�(u, v) du dv

≤ 1
2

[
1

B – A

∫ B

A

[
�(u, C) + �(u, D)

]
du +

1
D – C

∫ D

C

[
�(A, v) + �(B, v)

]
dv

]

≤ �(A, C) + �(A, D) + �(B, C) + �(B, D)
4

. (1.4)

Many relevant results have been reported in this direction with different class of convex
functions; see [15–19] and the references therein.

In the early 20th century, Jackson [20, 21] worked on the classical notion of a derivative
without limit allowing for easier study of number theory and ordinary calculus in his in-
vestigations. Jackson got the credit of the q-analogue of the various well-known results of
calculus; see [20–24].

For a real valued function � , the q-derivative is characterized by

Dq�(ς ) =
�(qς ) – �(ς )

qς – ς
, (1.5)

where q ∈ (0, 1). The well-known Jackson integral of a real valued function � is given by
the following series expansion:

∫ μ

0
�(ς ) dqς = (1 – q)μ

∞∑

r=0

qr�
(
qrμ

)
. (1.6)
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References [25, 26] discuss the notion of q-derivatives and q-integrals over the finite in-
terval [k1, k2] of real numbers and defined the qk1 -derivative and qk1 -integral.

Definition 1.2 ([25, 26]) For any continuous function � : [k1, k2] →Re and q ∈ (0, 1), the
qk1 -derivative of � at ς ∈ [k1, k2] is defined by

k1 Dq�(ς ) =
�(ς ) – �(qς + (1 – q)k1)

(1 – q)(ς – k1)
, ς �= k1. (1.7)

Definition 1.3 ([25, 26]) For a continuous function � : [k1, k2] → Re and q ∈ (0, 1), the
qk1 -integral of � at ς ∈ [k1, k2] is defined by

∫ k

k1

�(ς )k1 dqς = (1 – q)(k – k1)
∞∑

h=0

qh�
(
qhk +

(
1 – qh)k1

)
, k ∈ [k1, k2]. (1.8)

If k1 = 0, then

∫ k

0
�(ς )0 dqς = (1 – q)k

∞∑

h=0

qh�
(
qhk

)
=

∫ k

0
�(ς ) dqς , (1.9)

which is the classical q-integral (1.6).

In view of the above definitions, the authors [27] established the following inequality.

Theorem 1.2 ([27]) Let � : [A, B] → Re be a convex differentiable function on [A, B] and
q ∈ (0, 1). Then we have

�

(
qA + B
1 + q

)
≤ 1

B – A

∫ B

A
�(ς ) A dqς ≤ q�(A) + �(B)

1 + q
. (1.10)

In [28], the authors generalize the notion of q-derivatives and q-integrals by introducing
the qk2 -derivative and qk2 -integral over the finite real interval [k1, k2].

Definition 1.4 ([28]) For any continuous function � : [k1, k2] → Re and q ∈ (0, 1), the
qk2 -derivative of � at ς ∈ [k1, k2] is defined by

k2 Dq�(ς ) =
�(ς ) – �(qς + (1 – q)k2)

(1 – q)(ς – k2)
, ς �= k2. (1.11)

Definition 1.5 ([28]) For any continuous function � : [k1, k2] → Re and q ∈ (0, 1), the
qk2 -integral of � at ς ∈ [k1, k2] is defined by

∫ k2

k
�(ς ) k2 dqς = (1 – q)(k2 – k)

∞∑

h=0

qh�
(
qhk +

(
1 – qh)k2

)
, k ∈ [k1, k2]. (1.12)

In [28], the authors established the following counterpart for integrals (1.10).
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Theorem 1.3 ([28]) Let � : [A, B] → Re be a convex differentiable function on [A, B] and
q ∈ (0, 1). Then we have

�

(
A + qB
1 + q

)
≤ 1

B – A

∫ B

A
�(ς ) B dqς ≤ �(A) + q�(B)

1 + q
. (1.13)

In [29], the authors extended the definition of q-derivative and q-integral to the case of
two variables.

Definition 1.6 ([29]) Let � : � → Re be a continuous function of two variables and
0 < q1 < 1, 0 < q2 < 1. Then, the partial q1A-derivative, partial q2C-derivative and partial
q1Aq2C- derivatives are defined by

A∂q1�(u, v)
A∂q1 u

=
�(u, v) – �(q1u + (1 – q1)A, v)

(1 – q1)(u – A)
, u �= A, (1.14)

C∂q2�(u, v)
C∂q2 u

=
�(u, v) – �(u, q2v + (1 – q2)C)

(1 – q2)(v – C)
, v �= C, (1.15)

and

A,C∂q1q2�(u, v)
A∂q1 uC∂q2 v

=
1

(1 – q1)(u – A)(1 – q2)(v – C)
[
�

(
q1u + (1 – q1)A, q2v + (1 – q2)C

)

– �
(
q1u + (1 – q1)A, v

)
– �

(
u, q2v + (1 – q2)C

)

+ �(u, v)
]
, u �= A, v �= C. (1.16)

Definition 1.7 ([29]) Let � : � → Re be a continuous function of two variables and 0 <
q1 < 1, 0 < q2 < 1, Then the definite q1Aq2C-integral on � is defined by

∫ ν

A

∫ μ

C
�(u, v) C dq2 vA dq1 u

= (1 – q1)(1 – q2)(ν – A)(μ – C)

×
∞∑

h=0

∞∑

k=0

qk
1qh

2�
(
qk

1ν +
(
1 – qk

1
)
A, qh

2μ +
(
1 – qh

2
)
C

)
, (1.17)

for all (ν,μ) ∈ �.

Meanwhile, the authors [29] proved the following inequality.

Theorem 1.4 ([29]) Let � : � → Re be a coordinated convex function on �, then the fol-
lowing inequalities hold:

�

(
A + B

2
,

C + D
2

)

≤ 1
2

[
1

B – A

∫ B

A
�

(
u,

C + D
2

)

A dq1 u +
1

D – C

∫ D

C
�

(
A + B

2
, v

)

C dq2 v
]

≤ 1
(B – A)(D – C)

∫ B

A

∫ D

C
�(u, v) C dq2 v A dq1 u
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≤ q2

2(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, C) A dq1 u

+
1

2(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, D) A dq1 u +

q1

2(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(A, v) C dq2 v

+
1

2(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(B, v) C dq2 v

≤ q1q2�(A, C) + q1�(A, D) + q2�(B, C) + �(B, D)
(1 + q1)(1 + q2)

. (1.18)

Recently, in [30], the authors disproved the inequality (1.18) by giving a counter example
and proved the following correct H – H inequality.

Theorem 1.5 ([30]) Let � : � → Re be a coordinated convex function on �, then for all
q1, q2 ∈ (0, 1), we have

�

(
q1A + B
1 + q1

,
q2C + D
1 + q2

)

≤ 1
2

[
1

B – A

∫ B

A
�

(
u,

q2C + D
1 + q2

)

Adq1 u +
1

D – C

∫ D

C
�

(
q1A + B
1 + q1

, v
)

C dq2 v
]

≤ 1
(B – A)(D – C)

∫ B

A

∫ D

C
�(u, v) C dq2 v A dq1 u

≤ q2

2(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, C) A dq1 u

+
1

2(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, D) A dq1 u +

q1

2(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(A, v) C dq2 v

+
1

2(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(B, v) C dq2 v

≤ q1q2�(A, C) + q1�(A, D) + q2�(B, C) + �(B, D)
(1 + q1)(1 + q2)

. (1.19)

Now, by combining the two concepts of q-derivatives and q-integrals given in Defini-
tions 1.2–1.7, we present the following mixed types of partial derivatives and integrals in
the two variables along with some examples.

Definition 1.8 Let � : � → Re be a continuous function of two variables and 0 < q1 < 1,
0 < q2 < 1, Then the partial qB

1 -derivative, partial qD
2 -derivative and partial qB

1 qD
2 , qB

1 q2C and
q1AqD

2 derivatives are defined, respectively, by

B∂q1�(u, v)
B∂q1 u

=
�(u, v) – �(q1u + (1 – q1)B, v)

(1 – q1)(u – B)
, u �= B, (1.20)

D∂q2�(u, v)
D∂q2 u

=
�(u, v) – �(u, q2v + (1 – q2)D)

(1 – q2)(v – D)
, v �= D, (1.21)

B,D∂q1q2�(u, v)
B∂q1 uD∂q2 v

=
1

(1 – q1)(u – B)(1 – q2)(v – D)
[
�

(
q1u + (1 – q1)B, q2v + (1 – q2)D

)



Alqudah et al. Advances in Difference Equations        (2021) 2021:264 Page 6 of 29

– �
(
q1u + (1 – q1)B, v

)
– �

(
u, q2v + (1 – q2)D

)

+ �(u, v)
]
, u �= B, v �= D, (1.22)

B
C∂q1q2�(u, v)
B∂q1 u C∂q2 v

=
1

(1 – q1)(u – B)(1 – q2)(v – C)
[
�

(
q1u + (1 – q1)B, q2v + (1 – q2)C

)

– �
(
q1u + (1 – q1)B, v

)
– �

(
u, q2v + (1 – q2)C

)

+ �(u, v)
]
, u �= B, v �= C, (1.23)

and

D
A∂q1q2�(u, v)
A∂q1 u D∂q2 v

=
1

(1 – q1)(u – A)(1 – q2)(v – D)
[
�

(
q1u + (1 – q1)A, q2v + (1 – q2)D

)

– �
(
q1u + (1 – q1)A, v

)
– �

(
u, q2v + (1 – q2)D

)

+ �(u, v)
]
, u �= A, v �= D. (1.24)

Definition 1.9 Let � : � → Re be a continuous function of two variables and 0 < q1 < 1,
0 < q2 < 1, Then the definite qB

1 qD
2 -integral, q1AqD

2 -integral and qB
1 q2C-integral on � are

defined by

∫ B

ν

∫ D

μ

�(u, v) D dq2 vB dq1 u

= (1 – q1)(1 – q2)(B – ν)(D – μ)

×
∞∑

h=0

∞∑

k=0

qk
1qh

2�
(
qk

1ν +
(
1 – qk

1
)
B, qh

2μ +
(
1 – qh

2
)
D

)
, ∀(ν,μ) ∈ �, (1.25)

∫ ν

A

∫ D

μ

�(u, v) D dq2 v A dq1 u

= (1 – q1)(1 – q2)(ν – A)(D – μ)

×
∞∑

h=0

∞∑

k=0

qk
1qh

2�
(
qk

1ν +
(
1 – qk

1
)
A, qh

2μ +
(
1 – qh

2
)
D

)
, ∀(ν,μ) ∈ �, (1.26)

and

∫ B

ν

∫ μ

C
�(u, v) C dq2 v B dq1 u

= (1 – q1)(1 – q2)(B – ν)(μ – C)

×
∞∑

h=0

∞∑

k=0

qk
1qh

2�
(
qk

1ν +
(
1 – qk

1
)
B, qh

2μ +
(
1 – qh

2
)
C

)
, ∀(ν,μ) ∈ �. (1.27)
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Example 1.1 All the q1q2-integrals are different for general functions. For instance,

∫ B

A

∫ D

C
uv D dq2 v B dq1 u =

(B – A)(A + q1B)(D – C)(C + q2D)
(1 + q1)(1 + q2)

,

∫ B

A

∫ D

C
uv D dq2 v A dq1 u =

(B – A)(q1A + B)(D – C)(C + q2D)
(1 + q1)(1 + q2)

,

∫ B

A

∫ D

C
uv C dq2 v B dq1 u =

(B – A)(A + q1B)(D – C)(q2C + D)
(1 + q1)(1 + q2)

,

∫ B

A

∫ D

C
uv C dq2 v A dq1 u =

(B – A)(q1A + B)(D – C)(q2C + D)
(1 + q1)(1 + q2)

.

Furthermore,

∫ B

C

∫ D

C
uv dv du =

(B2 – A2)(D2 – C2)
4

,

subject to the condition that both q1, q2 → 1–.

Now, we obtain midpoint type inequalities from the inequality (1.19).

Remark 1.1 We have four special cases for this inequality at midpoint.
• If A = a, B = q1a+b

1+q1
, C = c, D = q2d+c

1+q2
, then

�

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 ,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2(b – a)

∫ q1a+b
1+q1

a
�

(
u,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)

a dq1 u

+
1 + q2

2q2(d – c)

∫ q2d+c
1+q2

c
�

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
q2(b – a)(d – c)

∫ q1a+b
1+q1

a

∫ q2d+c
1+q2

c
�(u, v) c dq2 v a dq1 u

≤ q2(1 + q1)
2(1 + q2)(b – a)

∫ q1a+b
1+q1

a
�(u, c) a dq1 u

+
1 + q1

2(1 + q2)(b – a)

∫ q1a+b
1+q1

a
�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)

a dq1 u

+
q1(1 + q2)

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ q2d+c
1+q2

c
�(a, v) c dq2 v

+
1 + q2

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ q2d+c
1+q2

c
�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

c dq2 v

≤ q1q2�(a, c) + q1�(a, q2d+c
1+q2

) + q2�( q1a+b
1+q1

, c) + �( q1a+b
1+q1

, q2d+c
1+q2

)
(1 + q1)(1 + q2)

. (1.28)
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• If A = a, B = q1b+a
1+q1

, C = c, D = q2d+c
1+q2

, then

�

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 ,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2q1(b – a)

∫ q1b+a
1+q1

a
�

(
u,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)

a dq1 u

+
1 + q2

2q2(d – c)

∫ q2d+c
1+q2

c
�

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
q1q2(b – a)(d – c)

∫ q1b+a
1+q1

a

∫ q2d+c
1+q2

c
f (u, v) c dq2 v a dq1 u

≤ q2(1 + q1)
2q1(1 + q2)(b – a)

∫ q1b+a
1+q1

a
�(u, c) a dq1 u

+
1 + q1

2q1(1 + q2)(b – a)

∫ q1b+a
1+q1

a
�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)

a dq1 u

+
q1(1 + q2)

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ q2d+c
1+q2

c
�(a, v) c dq2 v

+
1 + q2

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ q2d+c
1+q2

c
�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

c dq2 v

≤ q1q2�(a, c) + q1�(a, q2d+c
1+q2

) + q2�( q1b+a
1+q1

, c) + �( q1b+a
1+q1

, q2d+c
1+q2

)
(1 + q1)(1 + q2)

. (1.29)

• If A = a, B = q1a+b
1+q1

, C = c, D = q2c+d
1+q2

, then

�

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 ,

(2q2 + q2
2)c + d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2(b – a)

∫ q1a+b
1+q1

a
�

(
u,

(2q2 + q2
2)c + d

(1 + q2)2

)

a dq1 u

+
1 + q2

2(d – c)

∫ q2c+d
1+q2

c
�

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
(b – a)(d – c)

∫ q1a+b
1+q1

a

∫ q2c+d
1+q2

c
f (u, v) c dq2 v a dq1 u

≤ q2(1 + q1)
2(1 + q2)(b – a)

∫ q1a+b
1+q1

a
�(u, c) a dq1 u

+
1 + q1

2(1 + q2)(b – a)

∫ q1a+b
1+q1

a
�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)

a dq1 u

+
q1(1 + q2)

2(1 + q1)(d – c)

∫ q2c+d
1+q2

c
�(a, v) c dq2 v

+
1 + q2

2(1 + q1)(d – c)

∫ q2c+d
1+q2

c
�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

c dq2 v
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≤ q1q2�(a, c) + q1�(a, q2c+d
1+q2

) + q2�( q1a+b
1+q1

, c) + �( q1a+b
1+q1

, q2c+d
1+q2

)
(1 + q1)(1 + q2)

. (1.30)

• If A = a, B = q1b+a
1+q1

, C = c, D = q2c+d
1+q2

, then

�

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 ,

(2q2 + q2
2)c + d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2q1(b – a)

∫ q1b+a
1+q1

a
�

(
u,

(2q2 + q2
2)c + d

(1 + q2)2

)

a dq1 u

+
1 + q2

2(d – c)

∫ q2c+d
1+q2

c
�

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
q1(b – a)(d – c)

∫ q1b+a
1+q1

a

∫ q2c+d
1+q2

c
�(u, v) c dq2 v a dq1 u

≤ q2(1 + q1)
2q1(1 + q2)(b – a)

∫ q1b+a
1+q1

a
�(u, c) a dq1 u

+
1 + q1

2q1(1 + q2)(b – a)

∫ q1b+a
1+q1

a
�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)

a dq1 u

+
q1(1 + q2)

2(1 + q1)(d – c)

∫ q2c+d
1+q2

c
�(a, v) c dq2 v

+
1 + q2

2(1 + q1)(d – c)

∫ q2c+d
1+q2

c
�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

c dq2 v

≤ q1q2�(a, c) + q1�(a, q2c+d
1+q2

) + q2�( q1b+a
1+q1

, c) + �( q1b+a
1+q1

, q2c+d
1+q2

)
(1 + q1)(1 + q2)

. (1.31)

In view of the above results and literatures, and following this tendency of the newly
introduced q-derivatives and q-integrals, the aim of this paper is to establish some new
refinements of the H – H inequality in the quantum domain using coordinated convex
functions. Several special cases from our main results will be given in detail and many
well-known results will be recaptured. At the end, we provide a briefly conclusion as
well.

2 Main results
By utilizing Theorem 1.3, we have the new result.

Theorem 2.1 Suppose that � : � → Re is a coordinated convex function on � and � ∈
L1(�). Then we have

�

(
A + q1B
1 + q1

,
C + q2D
1 + q2

)

≤ 1
2

[
1

B – A

∫ B

A
�

(
u,

C + q2D
1 + q2

)
B dq1 u +

1
D – C

∫ D

C
�

(
A + q1B
1 + q1

, v
)

D dq2 v
]

≤ 1
(B – A)(D – C)

∫ B

A

∫ D

C
�(u, v) D dq2 v B dq1 u
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≤ 1
2(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, C) B dq1 u +

q2

2(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, D) B dq1 u

+
1

2(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(A, v) D dq2 v +

q1

2(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(B, v) D dq2 v

≤ �(A, C) + q2�(A, D) + q1�(B, C) + q1q2�(B, D)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.1)

Proof Due to the coordinated convexity of � : � →Re, the partial mapping �u : [C, D] →
Re defined by �u(y) = �(u, y) for all u ∈ [A, B] will be convex on [C, D]. Analogously, �v :
[A, B] → Re defined by �v(x) = �(x, v) for all v ∈ [C, D] is convex on [A, B]. Then, by the
Theorem 1.3, we get

�u

(
C + q2D
1 + q2

)
≤ 1

D – C

∫ D

C
�u(v) D dq2 v ≤ �u(C) + q2�u(D)

1 + q2
,

or

�

(
u,

C + q2D
1 + q2

)
≤ 1

D – C

∫ D

C
�(u, v) D dq2 v ≤ �(u, C) + q2�(u, D)

1 + q2
. (2.2)

Integrating the inequality over [A, B], we have

1
B – A

∫ B

A
�

(
u,

C + q2D
1 + q2

)
B dq1 u ≤ 1

(B – A)(D – C)

∫ B

A

∫ D

C
�(u, v)D dq2 v B dq1 u

≤ 1
(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, C)B dq1 u

+
q2

(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, D) B dq1 u. (2.3)

Now, by the convexity of �v, by the Theorem 1.3, we have

�v

(
A + q1B
1 + q1

)
≤ 1

B – A

∫ B

A
�v(u) B dq1 u ≤ �v(A) + q1�v(B)

1 + q1
, (2.4)

or

�

(
A + q1B
1 + q1

, v
)

≤ 1
B – A

∫ B

A
�(u, v) B dq1 u ≤ �(A, v) + q1�(B, v)

1 + q1
. (2.5)

Evaluating the average integral over [C, D], we have

1
D – C

∫ D

C
�

(
A + q1B
1 + q2

, v
)

D dq2 v

≤ 1
(B – A)(D – C)

∫ B

A

∫ D

C
�(u, v) D dq2 v B dq1 u

≤ 1
(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(A, v) D dq2 v +

q1

(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(B, v) D dq2 v. (2.6)
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Adding (2.5) and (2.6), we get

1
B – A

∫ B

A
�

(
u,

C + q2D
1 + q2

)
B dq1 u +

1
D – C

∫ D

C
�

(
A + q1B
1 + q2

, v
)

D dq2 v

≤ 2
(B – A)(D – C)

∫ B

A

∫ D

C
�(u, v) D dq2 v B dq1 u

≤ 1
(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, C) B dq1 u +

q2

(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, D) B dq1 u

+
1

(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(A, v) D dq2 v +

q1

(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(B, v) D dq2 v. (2.7)

Again, by the convexity and applying the first inequality of Theorem 1.3, we have

�

(
A + q1B
1 + q2

,
C + q2D
1 + q2

)
≤ 1

D – C

∫ D

C
�

(
A + q1B
1 + q2

, v
)

D dq2 v (2.8)

and

�

(
A + q1B
1 + q2

,
C + q2D
1 + q2

)
≤ 1

B – A

∫ B

A
�

(
u,

C + q2D
1 + q2

)
B dq1 u. (2.9)

Similarly, applying the second inequality of Theorem 1.3 and convexity of �u and �v, we
have

1
(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, C) B dq1 u +

q2

(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, D) B dq1 u

+
1

(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(A, v) D dq2 v +

q1

(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(B, v) D dq2 v

≤ 2
(1 + q1)(1 + q2)

[
�(A, C) + q2�(A, D) + q1�(B, C) + q1q2�(B, D)

]
. (2.10)

Combining inequalities (2.7), (2.8), (2.9) and (2.10), we directly obtain our desired inequal-
ity. �

Remark 2.1 From Theorem 2.1, we can deduce the following midpoint special cases.
• If A = q1a+b

1+q1
, B = b, C = q2d+c

1+q2
, D = d, then

�

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 ,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2q1(b – a)

∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)
b dq1 u

+
1 + q2

2(d – c)

∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
q1(b – a)(d – c)

∫ b

q1a+b
1+q1

∫ d

q2d+c
1+q2

�(u, v) d dq2 v b dq1 u

≤ 1 + q1

2q1(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)
b dq1 u
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+
q2(1 + q1)

2q1(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1a+b
1+q1

�(u, d) b dq1 u

+
1 + q2

2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

d dq2 v

+
q1(1 + q2)

2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2d+c
1+q2

�(b, v) d dq2 v

≤ �( q1a+b
1+q1

, q2d+c
1+q2

) + q2�( q1a+b
1+q1

, d) + q1�(b, q2d+c
1+q2

) + q1q2�(b, d)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.11)

• If A = q1b+a
1+q1

, B = b, C = q2d+c
1+q2

, D = d, then

�

(
a + (2q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 ,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2(b – a)

∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)
b dq1 u

+
1 + q2

2(d – c)

∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
a + (2q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
(b – a)(d – c)

∫ b

q1b+a
1+q1

∫ d

q2d+c
1+q2

�(u, v) d dq2 v b dq1 u

≤ 1 + q1

2(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)
b dq1 u

+
q2(1 + q1)

2(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1b+a
1+q1

�(u, d) b dq1 u

+
1 + q2

2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

d dq2 v

+
q1(1 + q2)

2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2d+c
1+q2

�(b, v) d dq2 v

≤ �( q1b+a
1+q1

, q2d+c
1+q2

) + q2�( q1b+a
1+q1

, d) + q1�(b, q2d+c
1+q2

) + q1q2�(b, d)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.12)

• If A = q1a+b
1+q1

, B = b, C = q2c+d
1+q2

, D = d, then

�

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 ,

q2c + (1 + q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2q1(b – a)

∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)
b dq1 u

+
1 + q2

2q2(d – c)

∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
q1q2(b – a)(d – c)

∫ b

q1a+b
1+q1

∫ d

q2c+d
1+q2

�(u, v) d dq2 v b dq1 u
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≤ 1 + q1

2q1(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)
b dq1 u

+
q2(1 + q1)

2q1(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1a+b
1+q1

�(u, d) b dq1 u

+
1 + q2

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

d dq2 v

+
q1(1 + q2)

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2c+d
1+q2

�(b, v) d dq2 v

≤ �( q1a+b
1+q1

, q2c+d
1+q2

) + q2�( q1a+b
1+q1

, d) + q1�(b, q2c+d
1+q2

) + q1q2�(b, d)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.13)

• If A = q1b+a
1+q1

, B = b, C = q2c+d
1+q2

, D = d, then

�

(
a + (2q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 ,

q2c + (1 + q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2(b – a)

∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

q2c + (1 + q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)
b dq1 u

+
1 + q2

2q2(d – c)

∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
a + (2q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
q2(b – a)(d – c)

∫ b

q1b+a
1+q1

∫ d

q2c+d
1+q2

�(u, v) d dq2 v b dq1 u

≤ 1 + q1

2(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)
b dq1 u

+
q2(1 + q1)

2(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1b+a
1+q1

�(u, d) b dq1 u

+
1 + q2

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

d dq2 v

+
q1(1 + q2)

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2c+d
1+q2

�(b, v) d dq2 v

≤ �( q1b+a
1+q1

, q2c+d
1+q2

) + q2�( q1b+a
1+q1

, d) + q1�(b, q2c+d
1+q2

) + q1q2�(b, d)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.14)

The application of the Theorems 1.2 and 1.3 leads to the following result.

Theorem 2.2 Suppose that � : � → Re is a coordinated convex function on � and � ∈
L1(�). Then we have

�

(
A + q1B
1 + q1

,
q2C + D
1 + q2

)

≤ 1
2

[
1

B – A

∫ B

A
�

(
u,

q2C + D
1 + q2

)
B dq1 u +

1
D – C

∫ D

C
�

(
A + q1B
1 + q1

, v
)

C dq2 v
]
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≤ 1
(B – A)(D – C)

∫ B

A

∫ D

C
�(u, v) C dq2 v B dq1 u

≤
[

q2

2(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, C) B dq1 u +

1
2(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, D) B dq1 u

+
1

2(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(A, v) C dq2 v +

q1

2(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(B, v) C dq2 v

]

≤ q2�(A, C) + �(A, D) + q1q2�(B, C) + q1�(B, D)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.15)

Proof The proof is omitted. �

Remark 2.2 From Theorem 2.2, we can deduce the following midpoint special cases.
• If A = q1a+b

1+q1
, B = b, C = c, D = q2d+c

1+q2
, then

�

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 ,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2q1(b – a)

∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)
b dq1 u

+
1 + q2

2q2(d – c)

∫ q2d+c
1+q2

c
�

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
q1q2(b – a)(d – c)

∫ b

q1a+b
1+q1

∫ q2d+c
1+q2

c
�(u, v) c dq2 v b dq1 u

≤ q2(1 + q1)
2q1(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1a+b
1+q1

�(u, c) b dq1 u

+
1 + q1

2q1(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)
b dq1 u

+
1 + q2

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ q2d+c
1+q2

c
�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

c dq2 v

+
q1(1 + q2)

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ q2d+c
1+q2

c
�(b, v) c dq2 v

≤ q2�( q1a+b
1+q1

, c) + �( q1a+b
1+q1

, q2d+c
1+q2

) + q1q2�(b, c) + q1�(b, q2d+c
1+q2

)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.16)

• If A = q1b+a
1+q1

, B = b, C = c, D = q2d+c
1+q2

, then

�

(
a + (2q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 ,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2(b – a)

∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)
b dq1 u

+
1 + q2

2q2(d – c)

∫ q2d+c
1+q2

c
�

(
a + (2q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v
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≤ (1 + q1)(1 + q2)
q2(b – a)(d – c)

∫ b

q1b+a
1+q1

∫ q2d+c
1+q2

c
�(u, v) c dq2 v b dq1 u

≤ q2(1 + q1)
2(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1b+a
1+q1

�(u, c) b dq1 u

+
1 + q1

2(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)
b dq1 u

+
1 + q2

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ q2d+c
1+q2

c
�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

c dq2 v

+
q1(1 + q2)

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ q2d+c
1+q2

c
�(b, v) c dq2 v

≤ q2�( q1b+a
1+q1

, c) + �( q1b+a
1+q1

, q2d+c
1+q2

) + q1q2�(b, c) + q1�(b, q2d+c
1+q2

)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.17)

• If A = q1a+b
1+q1

, B = b, C = c, D = q2c+d
1+q2

, then

�

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 ,

c(2q2 + q2
2) + d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2q1(b – a)

∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

c(2q2 + q2
2) + d

(1 + q2)2

)
b dq1 u

+
1 + q2

2(d – c)

∫ q2c+d
1+q2

c
�

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
q1(b – a)(d – c)

∫ b

q1a+b
1+q1

∫ q2c+d
1+q2

c
�(u, v) c dq2 v b dq1 u

≤ q2(1 + q1)
2q1(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1a+b
1+q1

�(u, c) b dq1 u

+
1 + q1

2q1(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)
b dq1 u

+
1 + q2

2(1 + q1)(d – c)

∫ q2c+d
1+q2

c
�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

c dq2 v

+
q1(1 + q2)

2(1 + q1)(d – c)

∫ q2c+d
1+q2

c
�(b, v) c dq2 v

≤ q2�( q1a+b
1+q1

, c) + �( q1a+b
1+q1

, q2c+d
1+q2

) + q1q2�(b, c) + q1�(b, q2c+d
1+q2

)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.18)

• If A = q1b+a
1+q1

, B = b, C = c, D = q2c+d
1+q2

, then

�

(
a + (2q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 ,

(2q2 + q2
2)c + d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2(b – a)

∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

(2q2 + q2
2)c + d

(1 + q2)2

)
b dq1 u
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+
1 + q2

2(d – c)

∫ q2c+d
1+q2

c
�

(
a + (2q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
(b – a)(d – c)

∫ b

q1b+a
1+q1

∫ q2c+d
1+q2

c
�(u, v) c dq2 v b dq1 u

≤ q2(1 + q1)
2(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1b+a
1+q1

�(u, c) b dq1 u

+
1 + q1

2(1 + q2)(b – a)

∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)
b dq1 u

+
1 + q2

2(1 + q1)(d – c)

∫ q2c+d
1+q2

c
�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

c dq2 v

+
q1(1 + q2)

2(1 + q1)(d – c)

∫ q2c+d
1+q2

c
�(b, v) c dq2 v

≤ q2�( q1b+a
1+q1

, c) + �( q1b+a
1+q1

, q2c+d
1+q2

) + q1q2�(b, c) + q1�(b, q2c+d
1+q2

)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.19)

Finally, we have the following inequalities by the utilizing Theorems 1.2 and 1.3.

Theorem 2.3 Let � : � → Re be a coordinated convex function on � and q1, q2 ∈ (0, 1).
Then one has

�

(
q1A + B
1 + q1

,
C + q2D
1 + q2

)

≤ 1
2

[
1

B – A

∫ B

A
�

(
u,

C + q2D
1 + q2

)

A dq1 u

+
1

D – C

∫ D

C
�

(
q1A + B
1 + q1

, v
)

D dq2 v
]

≤ 1
(B – A)(D – C)

∫ B

A

∫ D

C
�(u, v) D dq2 v A dq1 u

≤
[

1
2(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, C) A dq1 u

+
q2

2(1 + q2)(B – A)

∫ B

A
�(u, D) A dq1 u

+
q1

2(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(A, v) D dq2 v

+
1

2(1 + q1)(D – C)

∫ D

C
�(B, v) D dq2 v

]

≤ q1�(A, C) + q1q2�(A, D) + �(B, C) + q2�(B, D)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.20)

Proof This proof is similar to our proof of Theorem 2.1, so we omit it. �

Remark 2.3 From Theorem 2.3, we can deduce the following midpoint special cases.
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• If A = a, B = q1a+b
1+q1

, C = q2d+c
1+q2

, D = d, then

�

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 ,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2(b – a)

∫ q1a+b
1+q1

a
�

(
u,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

a dq1 u

+
1 + q2

2(d – c)

∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
(b – a)(d – c)

∫ q1a+b
1+q1

a

∫ d

q2d+c
1+q2

�(u, v) d dq2 v a dq1 u

≤ 1 + q1

2(1 + q2)(b – a)

∫ q1a+b
1+q1

a
�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)

a dq1 u

+
q2(1 + q1)

2(1 + q2)(b – a)

∫ q1a+b
1+q1

a
�(u, d) a dq1 u

+
q1(1 + q2)

2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2d+c
1+q2

�(a, v) d dq2 v

+
1 + q2

2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

d dq2 v

≤ q1�(a, q2d+c
1+q2

) + q1q2�(a, d) + �( q1a+b
1+q1

, q2d+c
1+q2

) + q2�( q1a+b
1+q1

, d)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.21)

• If A = a, B = q1b+a
1+q1

, C = q2d+c
1+q2

, D = d, then

�

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 ,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2q1(b – a)

∫ q1b+a
1+q1

a
�

(
u,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

a dq1 u

+
1 + q2

2(d – c)

∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
q1(b – a)(d – c)

∫ q1b+a
1+q1

a

∫ d

q2d+c
1+q2

�(u, v) d dq2 v a dq1 u

≤ 1 + q1

2q1(1 + q2)(b – a)

∫ q1b+a
1+q1

a
�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)

a dq1 u

+
q2(1 + q1)

2q1(1 + q2)(b – a)

∫ q1b+a
1+q1

a
�(u, d) a dq1 u

+
q1(1 + q2)

2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2d+c
1+q2

�(a, v) d dq2 v

+
1 + q2

2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

d dq2 v
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≤ q1�(a, q2d+c
1+q2

) + q1q2�(a, d) + �( q1b+a
1+q1

, q2d+c
1+q2

) + q2�( q1b+a
1+q1

, d)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.22)

• If A = a, B = q1a+b
1+q1

, C = q2c+d
1+q2

, D = d, then

�

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 ,

q2c + (1 + q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2(b – a)

∫ q1a+b
1+q1

a
�

(
u,

q2c + (1 + q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

a dq1 u

+
1 + q2

2q2(d – c)

∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
q2(b – a)(d – c)

∫ q1a+b
1+q1

a

∫ d

q2c+d
1+q2

�(u, v) d dq2 v a dq1 u

≤ 1 + q1

2(1 + q2)(b – a)

∫ q1a+b
1+q1

a
�

(
u,

q2c + d
1 + q2

)

a dq1 u

+
q2(1 + q1)

2(1 + q2)(b – a)

∫ q1a+b
1+q1

a
�(u, d) a dq1 u

+
q1(1 + q2)

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2c+d
1+q2

�(a, v) d dq2 v

+
1 + q2

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

d dq2 v

≤ q1�(a, q2c+d
1+q2

) + q1q2�(a, d) + �( q1a+b
1+q1

, q2c+d
1+q2

) + q2�( q1a+b
1+q1

, d)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.23)

• If A = a, B = q1b+a
1+q1

, C = q2c+d
1+q2

, D = d, then

�

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 ,

q2c + (1 + q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2q1(b – a)

∫ q1b+a
1+q1

a
�

(
u,

q2c + (1 + q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

a dq1 u

+
1 + q2

2q2(d – c)

∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

≤ (1 + q1)(1 + q2)
q1q2(b – a)(d – c)

∫ q1b+a
1+q1

a

∫ d

q2c+d
1+q2

�(u, v) d dq2 v a dq1 u

≤ 1 + q1

2q1(1 + q2)(b – a)

∫ q1b+a
1+q1

a
�

(
u,

q2c + d
1 + q2

)

a dq1 u

+
q2(1 + q1)

2q1(1 + q2)(b – a)

∫ q1b+a
1+q1

a
�(u, d) a dq1 u

+
q1(1 + q2)

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2c+d
1+q2

�(a, v) d dq2 v



Alqudah et al. Advances in Difference Equations        (2021) 2021:264 Page 19 of 29

+
1 + q2

2q2(1 + q1)(d – c)

∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

d dq2 v

≤ q1�(a, q2c+d
1+q2

) + q1q2�(a, d) + �( q1b+a
1+q1

, q2c+d
1+q2

) + q2�( q1b+a
1+q1

, d)
(1 + q1)(1 + q2)

. (2.24)

By combining Theorems 1.5, 2.1, 2.2 and Theorem 2.3, we can deduce similar bounds
to the inequalities in Theorem 1.1.

Theorem 2.4 Suppose that � : � → Re is a coordinated convex function on � and � ∈
L1(�). Then we have

2�

(
A + B

2
,

C + D
2

)

≤ 1
2(B – A)

[∫ B

A

(
�

(
u,

C + q2D
1 + q2

)
+ �

(
u,

q2C + D
1 + q2

))

A dq1 u

+
∫ B

A

(
�

(
u,

C + q2D
1 + q2

)
+ �

(
u,

q2C + D
1 + q2

))
B dq1 u

]

+
1

2(D – C)

[∫ D

C

(
�

(
A + q1B
1 + q1

, v
)

+ �

(
q1A + B
1 + q1

, v
))

C dq2 v

+
∫ D

C

(
�

(
A + q1B
1 + q1

, v
)

+ �

(
q1A + B
1 + q1

, v
))

D dq2 v
]

≤ 1
(B – A)(D – C)

[∫ B

A

∫ D

C
�(u, v) D dq2 v A dq1 u +

∫ B

A

∫ D

C
�(u, v) D dq2 v B dq1 u

+
∫ B

A

∫ D

C
�(u, v) C dq2 v B dq1 u +

∫ B

A

∫ D

C
�(u, v) C dq2 v A dq1 u

]

≤ 1
2(B – A)

∫ B

A

(
�(u, C) + �(u, D)

)
A dq1 u

+
1

2(B – A)

∫ B

A

(
�(u, C) + �(u, D)

) B dq1 u

+
1

2(D – C)

∫ B

A

(
�(A, v) + �(B, v)

)
C dq2 v

+
1

2(D – C)

∫ B

A

(
�(A, v) + �(B, v)

) D dq2 v
]

≤ �(A, C) + �(A, D) + �(B, C) + �(B, D). (2.25)

Proof It suffices to see that we have, due to the coordinated convexity of � ,

4�

(
A + B

2
,

C + D
2

)
= 4�

(
q1A + B + A + q1B

2(1 + q1)
,

q2C + D + C + q2D
2(1 + q2)

)

≤ �

(
q1A + B
1 + q1

,
q2C + D
1 + q2

)
+ �

(
q1A + B
1 + q1

,
C + q2D
1 + q2

)

+ �

(
A + q1B
1 + q1

,
q2C + D
1 + q2

)
+ �

(
A + q1B
1 + q1

,
C + q2D
1 + q2

)
.
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Then, we can obtain the desired inequality by utilizing Theorems 1.5, 2.1, 2.2 and Theorem
2.3. �

Remark 2.4 If q1, q2 → 1– in Theorem 2.4, then Theorem 2.4 reduces to Theorem 1.1.

Finally, by utilizing Remarks 1.1, 2.1, 2.2 and Remark 2.3, we obtain the following refine-
ments for previous results.

Theorem 2.5 Let � : � → Re be a coordinated convex function on � and q1, q2 ∈ (0, 1),
then we have

4�

(
a + b

2
,

c + d
2

)

≤ �

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 ,

(2q2 + q2
2)c + d

(1 + q2)2

)
+ �

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 ,

(2q2 + q2
2)d + c

(1 + q2)2

)

+ �

(
(2q1 + q2

1)b + a
(1 + q1)2 ,

(2q2 + q2
2)c + d

(1 + q2)2

)
+ �

(
(2q1 + q2

1)b + a
(1 + q1)2 ,

(2q2 + q2
2)d + c

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2(b – a)

[∫ q1a+b
1+q1

a
�

(
u,

(2q2 + q2
2)c + d

(1 + q2)2

)

a dq1 u

+
∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)
b dq1 u

+
∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

(2q2 + q2
2)c + d

(1 + q2)2

)
b dq1 u +

∫ q1a+b
1+q1

a
�

(
u,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

a dq1 u
]

+
1 + q2

2(d – c)

[∫ q2c+d
1+q2

c
�

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v

+
∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
a + (2q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

+
∫ q2c+d

1+q2

c
�

(
a + (2q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v +
∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

]

≤ (1 + q1)(1 + q2)
(b – a)(d – c)

[∫ q1a+b
1+q1

a

∫ q2c+d
1+q2

c
�(u, v) c dq2 v a dq1 u

+
∫ b

q1b+a
1+q1

∫ d

q2d+c
1+q2

�(u, v) d dq2 v b dq1 u

+
∫ b

q1b+a
1+q1

∫ q2c+d
1+q2

c
�(u, v) c dq2 v b dq1 u +

∫ q1a+b
1+q1

a

∫ d

q2d+c
1+q2

�(u, v) d dq2 v a dq1 u
]

≤ 1 + q1

2(1 + q2)(b – a)

[
q2

∫ q1a+b
1+q1

a
�(u, c) a dq1 u +

∫ q1a+b
1+q1

a
�

(
u,

q2c + d
1 + q2

)

a dq1 u

+
∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)
b dq1 u + q2

∫ b

q1b+a
1+q1

�(u, d) b dq1 u
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+ q2

∫ b

q1b+a
1+q1

�(u, c) b dq1 u +
∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

q2c + d
1 + q2

)
b dq1 u

+ q2

∫ q1a+b
1+q1

a
�(u, d) a dq1 u +

∫ q1a+b
1+q1

a
�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)

a dq1 u
]

+
1 + q2

2(1 + q1)(d – c)

[
q1

∫ q2c+d
1+q2

c
�(a, v) c dq2 v

+
∫ q2c+d

1+q2

c
�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

c dq2 v +
∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

d dq2 v

+ q1

∫ d

q2d+c
1+q2

�(b, v) d dq2 v +
∫ q2c+d

1+q2

c
�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

c dq2 v

+ q1

∫ q2c+d
1+q2

c
�(b, v) c dq2 v +

∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

d dq2 v

+ q1

∫ d

q2d+c
1+q2

�(a, v) d dq2 v
]

≤ q1q2[�(a, c) + �(a, d) + �(b, d) + �(b, c)]
(1 + q1)(1 + q2)

+
q1[�(a, q2c+d

1+q2
) + �(a, q2d+c

1+q2
) + �(b, q2c+d

1+q2
) + �(b, q2d+c

1+q2
)]

(1 + q1)(1 + q2)

+
q2[�( q1a+b

1+q1
, c) + �( q1b+a

1+q1
, d) + �( q1b+a

1+q1
, c) + �( q1a+b

1+q1
, d)]

(1 + q1)(1 + q2)

+
�( q1a+b

1+q1
, q2c+d

1+q2
) + �( q1a+b

1+q1
, q2d+c

1+q2
) + �( q1b+a

1+q1
, q2c+d

1+q2
) + �( q1b+a

1+q1
, q2d+c

1+q2
)

(1 + q1)(1 + q2)

≤ �(a, c) + �(a, d) + �(b, c) + �(b, d). (2.26)

Proof By summing up the inequalities (1.30), (2.12), (2.19) and (2.21), we can obtain the
second, third, fourth and fifth inequalities of the desired inequality (2.26). The last in-
equality is the consequence of the coordinated convexity of the function � .

For the first inequality, we note that

4�

(
a + b

2
,

c + d
2

)

= 4�

(
(2q1 + q2

1)a + b + a + (2q1 + q2
1)b

2(1 + q2
1)

,
(2q2 + q2

2)c + d + c + (2q2 + q2
2)d

2(1 + q2
1)

)

≤ �

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 ,

(2q2 + q2
2)c + d

(1 + q2)2

)
+ �

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 ,

(2q2 + q2
2)d + c

(1 + q2)2

)

+ �

(
(2q1 + q2

1)b + a
(1 + q1)2 ,

(2q2 + q2
2)c + d

(1 + q2)2

)

+ �

(
(2q1 + q2

1)b + a
(1 + q1)2 ,

(2q2 + q2
2)d + c

(1 + q2)2

)
, (2.27)

which completes our proof. �
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In a similar way, by using inequalities (1.29), (2.13), (2.16) and (2.24), we can deduce the
following theorem.

Theorem 2.6 Let � : � → Re be a coordinated convex function on � and q1, q2 ∈ (0, 1),
then we have

4�

(
a + b

2
,

c + d
2

)

≤ �

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 ,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)

+ �

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 ,

q2c + (1 + q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

+ �

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 ,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)

+ �

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 ,

q2c + (1 + q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2q1(b – a)

[∫ q1b+a
1+q1

a
�

(
u,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)

a dq1 u

+
∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

q2c + (1 + q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)
b dq1 u

+
∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)
b dq1 u

+
∫ q1b+a

1+q1

a
�

(
u,

q2c + (1 + q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

a dq1 u
]

+
1 + q2

2q2(d – c)

[∫ q2d+c
1+q2

c
�

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v

+
∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

+
∫ q2d+c

1+q2

c
�

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v

+
∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

]

≤ (1 + q1)(1 + q2)
q1q2(b – a)(d – c)

[∫ q1b+a
1+q1

a

∫ q2d+c
1+q2

c
�(u, v) c dq2 v a dq1 u

+
∫ b

q1a+b
1+q1

∫ d

q2c+d
1+q2

�(u, v) d dq2 v b dq1 u

+
∫ b

q1a+b
1+q1

∫ q2d+c
1+q2

c
�(u, v) c dq2 v b dq1 u +

∫ q1b+a
1+q1

a

∫ d

q2c+d
1+q2

�(u, v) d dq2 v a dq1 u
]

≤ 1 + q1

2q1(1 + q2)(b – a)

[
q2

∫ q1b+a
1+q1

a
�(u, c) a dq1 u
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+
∫ q1b+a

1+q1

a
�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)

a dq1 u

+
∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

q2c + d
1 + q2

)
b dq1 u + q2

∫ b

q1a+b
1+q1

�(u, d) b dq1 u

+ q2

∫ b

q1a+b
1+q1

�(u, c) b dq1 u +
∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)
b dq1 u

+ q2

∫ q1b+a
1+q1

a
�(u, d) a dq1 u +

∫ q1b+a
1+q1

a
�

(
u,

q2c + d
1 + q2

)

a dq1 u
]

+
1 + q2

2q2(1 + q1)(d – c)

[
q1

∫ q2d+c
1+q2

c
�(a, v) c dq2 v

+
∫ q2d+c

1+q2

c
�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

c dq2 v

+
∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

d dq2 v + q1

∫ d

q2c+d
1+q2

�(b, v) d dq2 v

+
∫ q2d+c

1+q2

c
�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

c dq2 v + q1

∫ q2d+c
1+q2

c
�(b, v) c dq2 v

+
∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

d dq2 v + q1

∫ d

q2c+d
1+q2

�(a, v) d dq2 v
]

≤ q1q2[�(a, c) + �(a, d) + �(b, d) + �(b, c)]
(1 + q1)(1 + q2)

+
q1[�(a, q2d+c

1+q2
) + �(a, q2c+d

1+q2
) + �(b, q2c+d

1+q2
) + �(b, q2d+c

1+q2
)]

(1 + q1)(1 + q2)

+
q2[�( q1a+b

1+q1
, c) + �( q1b+a

1+q1
, d) + �( q1b+a

1+q1
, c) + �( q1a+b

1+q1
, d)]

(1 + q1)(1 + q2)

+
�( q1a+b

1+q1
, q2c+d

1+q2
) + �( q1a+b

1+q1
, q2d+c

1+q2
) + �( q1b+a

1+q1
, q2c+d

1+q2
) + �( q1b+a

1+q1
, q2d+c

1+q2
)

(1 + q1)(1 + q2)

≤ �(a, c) + �(a, d) + �(b, c) + �(b, d). (2.28)

In a similar way, by using inequalities (1.31), (2.11), (2.18) and (2.22), we can deduce the
following theorem.

Theorem 2.7 Let � : � → Re be � a coordinated convex function on � and q1, q2 ∈ (0, 1),
then one has

4�

(
a + b

2
,

c + d
2

)

≤ �

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 ,

(2q2 + q2
2)c + d

(1 + q2)2

)

+ �

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 ,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)
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+ �

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 ,

c(2q2 + q2
2) + d

(1 + q2)2

)

+ �

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 ,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2q1(b – a)

[∫ q1b+a
1+q1

a
�

(
u,

(2q2 + q2
2)c + d

(1 + q2)2

)

a dq1 u

+
∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)
b dq1 u

+
∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

c(2q2 + q2
2) + d

(1 + q2)2

)
b dq1 u +

∫ q1b+a
1+q1

a
�

(
u,

c + (2q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

a dq1 u
]

+
1 + q2

2(d – c)

[∫ q2c+d
1+q2

c
�

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v

+
∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

+
∫ q2c+d

1+q2

c
�

(
q1a + (1 + q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v

+
∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
(1 + q1 + q2

1)a + q1b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

]

≤ (1 + q1)(1 + q2)
q1(b – a)(d – c)

[∫ q1b+a
1+q1

a

∫ q2c+d
1+q2

c
�(u, v) c dq2 v a dq1 u

+
∫ b

q1a+b
1+q1

∫ d

q2d+c
1+q2

�(u, v) d dq2 v b dq1 u

+
∫ b

q1a+b
1+q1

∫ q2c+d
1+q2

c
�(u, v) c dq2 v b dq1 u +

∫ q1b+a
1+q1

a

∫ d

q2d+c
1+q2

�(u, v) d dq2 v a dq1 u
]

≤ (1 + q1)
2q1(1 + q2)(b – a)

[
q2

∫ q1b+a
1+q1

a
�(u, c) a dq1 u +

∫ q1b+a
1+q1

a
�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)

a dq1 u

+
∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)
b dq1 u + q2

∫ b

q1a+b
1+q1

�(u, d) b dq1 u

+ q2

∫ b

q1a+b
1+q1

�(u, c) b dq1 u +
∫ b

q1a+b
1+q1

�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)
b dq1 u

+
∫ q1b+a

1+q1

a
�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)

a dq1 u + q2

∫ q1b+a
1+q1

a
�(u, d) a dq1 u

]

+
(1 + q2)

2(1 + q1)(d – c)

[
q1

∫ q2c+d
1+q2

c
�(a, v) c dq2 v +

∫ q2c+d
1+q2

c
�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

c dq2 v

+
∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

d dq2 v + q1

∫ d

q2d+c
1+q2

�(b, v) d dq2 v

+
∫ q2c+d

1+q2

c
�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

c dq2 v + q1

∫ q2c+d
1+q2

c
�(b, v) c dq2 v
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+ q1

∫ d

q2d+c
1+q2

�(a, v) d dq2 v +
∫ d

q2d+c
1+q2

�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

d dq2 v
]

≤ q1q2[�(a, c) + �(a, d) + �(b, c) + �(b, d)]
(1 + q1)(1 + q2)

+
q1[�(a, q2c+d

1+q2
) + �(b, q2c+d

1+q2
) + �(a, q2d+c

1+q2
) + �(b, q2d+c

1+q2
)]

(1 + q1)(1 + q2)

+
q2[�( q1a+b

1+q1
, c) + �( q1b+a

1+q1
, d) + �( q1b+a

1+q1
, c) + �( q1a+b

1+q1
, d)]

(1 + q1)(1 + q2)

+
�( q1a+b

1+q1
, q2d+c

1+q2
) + �( q1a+b

1+q1
, q2c+d

1+q2
) + �( q1b+a

1+q1
, q2c+d

1+q2
) + �( q1b+a

1+q1
, q2d+c

1+q2
)

(1 + q1)(1 + q2)

≤ �(a, c) + �(a, d) + �(b, c) + �(b, d).

Also, by using inequalities (1.28), (2.14), (2.17) and (2.23), we can deduce the following
theorem.

Theorem 2.8 Let � : � → Re be a coordinated convex function on � and q1, q2 ∈ (0, 1),
then one has

4�

(
a + b

2
,

c + d
2

)

≤ �

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 ,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)

+ �

(
a + (2q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 ,

q2c + (1 + q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

+ �

(
a + (2q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 ,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)

+ �

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 ,

q2c + (1 + q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)

≤ 1 + q1

2(b – a)

[∫ q1a+b
1+q1

a
�

(
u,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)

a dq1 u

+
∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

q2c + (1 + q2 + q2
2)d

(1 + q2)2

)
b dq1 u

+
∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

(1 + q2 + q2
2)c + q2d

(1 + q2)2

)
b dq1 u

+
∫ q1a+b

1+q1

a
f
(

u,
q2c + (1 + q2 + q2

2)d
(1 + q2)2

)

a dq1 u
]

+
1 + q2

2q2(d – c)

[∫ q2d+c
1+q2

c
�

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v

+
∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
a + (2q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v
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+
∫ q2d+c

1+q2

c
�

(
a + (2q1 + q2

1)b
(1 + q1)2 , v

)

c dq2 v

+
∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
(2q1 + q2

1)a + b
(1 + q1)2 , v

)
d dq2 v

]

≤ (1 + q1)(1 + q2)
q2(b – a)(d – c)

[∫ q1a+b
1+q1

a

∫ q2d+c
1+q2

c
�(u, v) c dq2 v a dq1 u

+
∫ b

q1b+a
1+q1

∫ d

q2c+d
1+q2

�(u, v) d dq2 v b dq1 u

+
∫ b

q1b+a
1+q1

∫ q2d+c
1+q2

c
�(u, v) c dq2 v b dq1 u +

∫ q1a+b
1+q1

a

∫ d

q2c+d
1+q2

�(u, v) d dq2 v a dq1 u
]

≤ (1 + q1)
2(1 + q2)(b – a)

[
q2

∫ q1a+b
1+q1

a
�(u, c) a dq1 u +

∫ q1a+b
1+q1

a
�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)

a dq1 u

+
∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)
b dq1 u + q2

∫ b

q1b+a
1+q1

�(u, d) b dq1 u

+ q2

∫ b

q1b+a
1+q1

�(u, c) b dq1 u +
∫ b

q1b+a
1+q1

�

(
u,

q2d + c
1 + q2

)
b dq1 u

+
∫ q1a+b

1+q1

a
�

(
u,

q2c + d
1 + q2

)

a dq1 u + q2

∫ q1a+b
1+q1

a
�(u, d) a dq1 u

]

+
(1 + q2)

2q2(1 + q1)(d – c)

[
q1

∫ q2d+c
1+q2

c
�(a, v) c dq2 v

+
∫ q2d+c

1+q2

c
�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

c dq2 v

+
∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

d dq2 v + q1

∫ d

q2c+d
1+q2

�(b, v) d dq2 v

+
∫ q2d+c

1+q2

c
�

(
q1b + a
1 + q1

, v
)

c dq2 v + q1

∫ q2d+c
1+q2

c
�(b, v) c dq2 v

+ q1

∫ d

q2c+d
1+q2

�(a, v) d dq2 v +
∫ d

q2c+d
1+q2

�

(
q1a + b
1 + q1

, v
)

d dq2 v
]

≤ q1q2[�(a, c) + �(a, d) + �(b, c) + �(b, d)]
(1 + q1)(1 + q2)

+
q1[�(b, q2c+d

1+q2
) + �(a, q2d+c

1+q2
) + �(a, q2c+d

1+q2
) + �(b, q2d+c

1+q2
)]

(1 + q1)(1 + q2)

+
q2[�( q1b+a

1+q1
, d) + �( q1b+a

1+q1
, c) + �( q1a+b

1+q1
, c) + �( q1a+b

1+q1
, d)]

(1 + q1)(1 + q2)

+
�( q1b+a

1+q1
, q2c+d

1+q2
) + �( q1a+b

1+q1
, q2c+d

1+q2
) + �( q1a+b

1+q1
, q2d+c

1+q2
) + �( q1b+a

1+q1
, q2d+c

1+q2
)

(1 + q1)(1 + q2)

≤ �(a, c) + �(a, d) + �(b, c) + �(b, d).
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Remark 2.5 If q1, q2 → 1–, then Theorems 2.5–2.8 give to the following inequalities, which
is the refinement for the classical inequalities (1.1):

4�

(
a + b

2
,

c + d
2

)

≤ �

(
3a + b

4
,

3c + d
4

)
+ �

(
3a + b

4
,

3d + c
4

)

+ �

(
a + 3b

4
,

3c + d
4

)
+ �

(
a + 3b

4
,

c + 3d
4

)

≤ 1
b – a

[∫ b

a
�

(
u,

3c + d
4

)
du +

∫ b

a
�

(
u,

c + 3d
4

)
du

]

+
1

d – c

[∫ d

c
�

(
3a + b

4
, v

)
dv +

∫ d

c
�

(
a + 3b

4
, v

)
dv

]

≤ 4
(b – a)(d – c)

∫ b

a

∫ d

c
�(u, v) dv du

≤ 1
2(b – a)

[∫ b

a
�(u, c) du + 2

∫ b

a
�

(
u,

c + d
2

)
du +

∫ b

a
�(u, d) du

]

+
1

2(d – c)

[∫ d

c
�(a, v) dv + 2

∫ d

c
�

(
a + b

2
, v

)
dv +

∫ d

c
�(b, v) dv

]

≤ [�(a, c) + �(a, d) + �(b, c) + �(b, d)]
4

+
2�(a, c+d

2 ) + 2�(b, c+d
2 )

4

+
2�( a+b

2 , c) + 2�( a+b
2 , d)

4
+

4�( a+b
2 , c+d

2 )
4

≤ �(a, c) + �(a, d) + �(b, c) + �(b, d). (2.29)

3 Conclusion
In this study, we have extended the definition of q-derivatives and q-integrals over the in-
terval [A, B] of the real lines. We have considered new H – H inequalities in the context of
q-calculus. For the desired results, we have developed an inequality with the same lower
and upper estimates as in classical Theorem 1.1. Also, we have established new midpoint
H – H type inequalities, which confirm the refinements to the previously known inequal-
ities.

Our results suggest that two different partitions exist for midpoint type inequalities in
the q-analogues. Indeed, for the interval [A, B], we have A ≤ qA+B

1+q ≤ B and A ≤ A+qB
1+q ≤ B

with q ∈ (0, 1). Similarly for [C, D], we have C ≤ qC+D
1+q ≤ D and C ≤ C+qD

1+q ≤ D with q ∈
(0, 1). The last four inequalities use all partitions for the desired results. We believe that
the results of this paper can be extended to establish new inequalities via different kinds
of convex functions in the premises of q-calculus.
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7. Sarikaya, M.Z., Set, E., Yaldiz, H., Başak, N.: Hermite–Hadamard’s inequalities for fractional integrals and related

fractional inequalities. Math. Comput. Model. 2013(57), 2403–2407
8. Sarikaya, M.Z., Yildirim, H.: On Hermite–Hadamard type inequalities for Riemann–Liouville fractional integrals. Miskolc

Math. Notes 2017(17), 1049–1059
9. Mohammed, P.O., Brevik, I.: A new version of the Hermite–Hadamard inequality for Riemann–Liouville fractional

integrals. Symmetry 2020(12), 610
10. Baleanu, D., Mohammed, P.O., Zeng, S.: Inequalities of trapezoidal type involving generalized fractional integrals. Alex.

Eng. J. 2020(59), 2975–2984
11. Mohammed, P.O.: Hermite–Hadamard inequalities for Riemann-Liouville fractional integrals of a convex function with

respect to a monotone function. Math. Meth. Appl. Sci., 1–11 (2019). https://doi.org/10.1002/mma.5784
12. Mohammed, P.O., Sarikaya, M.Z., Baleanu, D.: On the generalized Hermite–Hadamard inequalities via the tempered

fractional integrals. Symmetry 2020(12), 595
13. Mohammed, P.O., Aydi, H., Kashuri, A., Hamed, Y.S., Abualnaja, K.M.: Midpoint inequalities in fractional calculus defined

using positive weighted symmetry function kernels. Symmetry 2021(13), 550
14. Dragomir, S.S.: On the Hadamard’s inequality for convex functions on the co-ordinates in a rectangle from the plane.

Taiwanese J. Math. 5(4), 775–788 (2001)
15. Mohammed, P.O.: Some new Hermite–Hadamard type inequalities for MT -convex functions on differentiable

coordinates. J. King Saud Univ. Sci. 2018(30), 258–262
16. Baleanu, D., Kashuri, A., Mohammed, P.O., et al.: General Raina fractional integral inequalities on coordinates of convex

functions. Adv. Differ. Equ. 2021, 82 (2021)
17. Özdemir, M.E., Yildiz, C., Akdemir, A.O.: On some new the Hadamard-type inequalities for co-ordinated quasi-convex

functions. Hacet. J. Math. Stat. 2012(41), 697–707
18. Latif, M.A., Rashid, S., Dragomir, S.S., Chu, Y.M.: Hermite–Hadamard type inequalities for co-ordinated convex and

quasi-convex functions and their applications. J. Inequal. Appl. 2019, 1 (2019)
19. Chen, F.X.: A note on the Hermite–Hadamard inequality for convex functions on the co-ordinates. J. Math. Inequal.

2014(8), 915–923
20. Jackson, F.H.: On q-functions and a certain difference operator. Trans. Roy. Soc. Edin. 1908(46), 253–281
21. Jackson, F.H.: On q-definite integrals. Quart. J. Pure Appl. Math. 1910(41), 193–203
22. Ernst, T.: A Comprehensive Treatment of q-Calculus. Springer, Basel (2012)
23. Gauchman, H.: Integral inequalities in q-calculus. Comput. Math. Appl. 47, 281–300 (2004)
24. Kac, V., Cheung, P.: Quantum calculus. Springer, Berlin (2001)
25. Tariboon, J., Ntouyas, S.K.: Quantum calculus on finite intervals and applications to impulsive difference equations.

Adv. Diff. Equ. 2013, 282 (2013)
26. Tariboon, J., Ntouyas, S.K.: Quantum integral inequalities on finite intervals. J. Inequal. Appl. 2014, 121 (2014)
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